Chapitre  10 


L’OUTIL  DEVELOPPEMENT 
LIMITE 

10.1  For  mule  de  Taylor  avec  reste  de  Young 

Theoreme  1  Soit  a  un  nombre  reel.  Soit  f  une  fonction  reelle  definie  indefiniment  derivable 
sur  un  intervalle  ouvert  I  contenant  a.  Soit  n  un  entier  naturel  non  nul.  Alors,  pour  a  +  h  E  I, 
on  a 

f'(n)  f(n)  fn) 

/(a  +  h)  =  /(a)  +  J-y- h  +  ---+  J—^  hn  +  hne(h)  , 

1!  n\ 

ou  linift_^0£(^)  —  0. 

Le  “reste”  hne{h)  s’appelle  reste  de  Young,  et  la  formule  du  theoreme  est  la  formule  de  Taylor 
avec  reste  de  Young  a  I’ordre  n  en  a. 

Le  reste  de  Young  se  note  egalement  o(hn);  on  a  l’egalite  g[h)  =  o{hn )  si  lim h^0  g(h)/hn  =  0. 

A  l’ordre  1,  la  formule  s’ecrit 

/(a  +  h)  =  /(a)  +  f'(a)h  +  he{h )  avec  lim  e(h)  =  0. 

h— >0 

C’est  simplement  ecrire  que  /  a  pour  derivee  /'(a )  en  a.  La  formule  de  Taylor  avec  reste  de 
Young  en  a  donne  des  renseignements  sur  le  comportement  de  la  fonction  quand  la  variable 
tend  vers  a,  comnie  la  formule  pour  la  derivee  en  a  qu’cllc  generalise. 

Exemples.  En  a  =  0,  la  formule  de  Taylor  avec  reste  de  Young  s’ecrit 

f(Q)  fW  (0) 

fix)  =  /(0)  +  - — t^-x  +  •  •  •  +  - — — +  xne(x )  avec  lim  e(x)  =  0. 

1!  n\  x^o 

Pour  f(x)  =  ex  (qui  est  C°°  sur  M),  on  a  (ea’)^^)(0)  =  1  pour  tout  k,  et  la  formule  de  Taylor  avec 
reste  de  Young  a  l’ordre  n  en  0  s’ecrit  : 


rp  2  rpTt 

e3’  =  1  +  x  +  —  H - h  “t  T  o{xr 

21  n\ 


Pour  f(x)  =  sinx,  les  valeurs  en  0  de  la  fonction  et  de  ses  derivees  successives  sont  0, 1,  0,  — 1 
et  puis  on  recommence.  La  formule  de  Taylor  avec  reste  de  Young  a  l’ordre  2 n  en  0  s’ecrit 


*3  ^ 

sinx  =  x_3[+5['1 - L  (-1) 


n—  1 


X 


2n— 1 


(2n  —  1)! 


+  o(x 


2  n\ 
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Pour  f(x)  =  cos  a;,  les  valeurs  en  0  de  la  fonction  et  de  ses  derivees  successives  sont  1,0,  —1,0 
et  puis  on  recommence.  La  formule  de  Taylor  avec  reste  de  Young  a  Lordre  2 n  +  1  en  0  s’ecrit 


cosx  =  1 


2  4 

X  X 

¥  +  S  + 


+ 


X 


2  n 


-lT^  +  0^2n+1) 

(2n)! 


Soit  a  un  nombre  reel.  Alors  f(x )  =  (1  +  x)a  definit  une  fonction  C°°  sur  ]  —  l,+oo[,  et 
/W(  0)  =  a(a  —  1)  •  •  •  (a  —  k  +  1).  La  formule  de  Taylor  avec  reste  de  Young  a  Lordre  n  en  0 
s’ecrit 


(1  +  x)a  =  1  +  ax  + 


a  a 


1)  2 

— x2  + 


+ 


a  (a  —  1)  •  •  •  (a  —  n  +  1) 


-x 


n\ 


+  o(xr 


Par  exemple 

2  S 

_  rr*  nr* u 

7rT^^1+2~¥+16+0(:C:,>’ 
on  bien  pour  a  =  —  1  et  en  changeant  x  en  —x. 


1  9 

- - —  l  +  x  +  x2  +  - 

■■  +  xn  +  o(xn)  . 

1  —  X 

10.2  Developpements  limites 

Definition  :  Soit  /  une  fonction  reelle  definie  sur  un  intervalle  ouvert  I  contenant  a.  On  dit 
que  /  admet  un  developpement  limite  a  Vordre  n  en  a  s’il  existe  des  reels  ao, . . . ,  an  tels  que 

/(a  +  h)  —  oo  +  a i h  +  •  •  •  +  anhn  +  hne(h)  avec  lim  e{h)  =  0. 

h^0 

Le  polynome  a0  +  o  i  h  +  •  •  •  +  anhn  s’appelle  la  partie  reguliere  du  developpement  limite.  Lin 

developpement  limite  de  /  a  Lordre  n  nous  donne  un  polynome  de  degre  infcrieur  ou  egal  a  n 
qui  “se  comporte  comme  /  a  Lordre  n"  au  voisinage  de  a,  dans  le  sens  que  la  difference  entre 
f(a  +  h )  et  ce  polynome  en  h  est  negligeable  devant  hn  quand  h  — >  0. 

Si  la  fonction  /  est  indefiniment  derivable  sur  un  intervalle  contenant  a,  la  formule  de 
Taylor-Young  nous  donne  un  developpement  limite  a  n’importe  quel  ordre  n,  avec  a0  =  f(a)  et 
ak  =  f^k\a)/k\  pour  1  <  k  <  n. 

Reciproquement,  on  peut  se  demander  si  un  developpement  limite  est  toujours  donne  par 
une  formule  de  Taylor-Young,  c.-a-d.  si  une  fonction  qui  a  un  developpement  limite  a  Lordre  n 
en  a  a  une  derivee  n-erne  en  a.  C’est  vrai  a  Lordre  1,  et  dans  un  developpement  limite 

f  (o  T  /r)  —  cio  ~L  ( X\h  T  •  •  •  T  unh  Y  o(/r  ) 

on  a  toujours  ao  =  /(a)  et  aq  =  /'(a).  Mais  ceci  ne  va  plus  a  Lordre  2.  Considerons  par  exemple 
la  fonction 

f(x)  =  1  +  x  +  x2  +  x3  sm(l/x). 

Ellc  a  un  developpement  limite  a  Lordre  2  en  0  :  f(x)  =  1  +  x  +  x2  +  o(x2).  Sa  derivee  est 
f(x)  =  1  +  2x  +  3x2  sin(l/x)  —  xcos(l/a;)  =  1  +  x(2  —  cos(l/a;))  +  3x2  sm(l/x), 
et  /  n’a  pas  de  derivee  seconde  en  0  car 

ft(x}  —  1 

; — - =  2  —  cos(l/a;)  +  3xsin(l/x) 
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n’a  pas  de  limite  quand  x  tend  vers  0. 

Introduisons  une  notation  qni  sera  utile  pour  la  suite.  Si  P  est  un  polynome,  on  designera 
par  Tfc(P)  (le  tronque  de  P  au  degre  k)  le  polynome  obtenu  a  partir  de  P  en  ne  conservant  que 
les  monomes  de  degres  infer ieurs  ou  egaux  a  k.  Par  exemple  T4(x  —  x3/3  +  2x 5)  =  x  —  x3 /3. 

Proposition  1  1)  Le  developpement  limite,  s’il  existe,  est  unique. 

2)  Si  f  a  un  developpement  limite  a  I’ordre  n  en  a,  de  partie  reguliere  P,  et  si  k  <  n,  alors 
f  a  aussi  un  developpement  limite  a  I’ordre  k,  dont  la  partie  reguliere  est  le  tronque  Tk(P). 

Demonstration  :  1)  Si  on  a 

f(a  +  h)  =  a0  +  a-Ji  +  •  •  ■  +  anhn  +  hne{h)  =  b0  +  b\h  +  •  ■  ■  +  bnhn  +  hnip(h), 

avec  lim^o  £(^)  =  lim^_>0<^(^)  =  0,  alors 

lim  ^a°  _  ^  (ai  ~  bi)h  P  ' ' '  P  (an  —  bn)hn  _ 
h  -n  h" 

ce  qni  entraine  a0  =  b0, . . . ,  an  =  bn  et  done  aussi  e{h)  =  (p(h). 

2)  Si  /(a  +  h)  =  a0  +  a±h  +  •  •  •  +  anhn  +  o(hn ),  alors 

f  [a,  +  h )  =  eto  +  a\h  +  •  •  •  +  dkhk  +  [a>k+ +  •  •  •  +  anhn  +  o(/in))], 

et  le  terme  entre  crochet  est  bien  o(hk )  quand  h  tend  vers  0. 

Void  maintenant  une  remarque  dont  il  est  utile  de  se  souvenir  pendant  les  calculs 

Proposition  2  La  partie  reguliere  du  developpement  limite  d’une  fonction  paire  (resp.  impaire) 
en  0  est  un  polynome  pair  (resp.  impair),  c.-a-d.  qu’il  ne  contient  que  des  puissances  paires 
(resp.  impaires)  de  la  variable. 

Demonstration  :  Si  /  est  paire  et  si,  en  0 

f(x)  =  a0  +  a\X  H - f  a2n+ ix2n+1  +  o(x2n+1), 

alors  en  changeant  x  en  —  x  on  obtient 

f(x)  =  f(-x)  =  a0  -  aix  H - a2n+ ix2n+1  +  o(x2n+1), 

d’ou  par  unicite  du  developpement  limite, 

f(x)  =  a0  +  a2x2  H - f  a2nx2n  +  o(x2n+1). 

Par  exemple,  la  partie  reguliere  du  developpement  limite  de  sin  x  en  0  ne  contient  que  des 
puissances  impaires. 

10.3  Operations  sur  les  developpements  limites 

Dans  tout  ce  paragraphe,  nous  ne  considererons  que  des  developpements  limites  en  0. 

Proposition  3  (Somme  et  produit)  Si  f  et  g  ont  des  developpements  limites  a  I’ordre  n  en 

0 

f(x)  =  a0  +  a\X  +  ■  ■  ■  +  anxn  +  o(xn )  g(x)  =  b0  +  bxx  +  ■  ■  ■  +  bnxn  +  o(xn), 
alors  f  +  g  et  fg  aussi 

(/  +  9){'x)  =  (°o  +  bo)  +  (ai  +  b\)x  +  •  •  •  +  (an  +  bn)xn  +  o(xn) 

n 

(, fg)(x )  =  a0b0  +  (a0bi  +  a^x  H - h  {J2  aibn-i)xn  +  o(xn) 

i= 0 
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Autrement  clit ,  la  partie  reguliere  du  developpement  limite  dc  la  somme  est  la  somme  des  parties 
regulieres  de  chacun  des  developpements  limites,  et  ccllc  du  produit  est  le  tronque  au  degre  n  du 
produit  des  parties  regulieres  (tous  les  developpements  limites  etant  au  merne  ordre  n) .  Nous 
nous  contenterons  d’un  exemple 

cos2 a:  =  (1- y  +  ^  +  o(x5))2  =  l-x2+ (^  +  ^)x4  +  o(x5) 

=  1  -  x2  +  +  o(x5) 

o 

Quand  on  fait  le  produit  des  parties  regulieres  (ou  qu’on  eleve  au  carre,  comme  ici),  il  n’est 
bien  entendu  pas  besoin  de  calculer  les  terrnes  dont  le  degre  depasse  l’ordre  du  developpement 
limite.  II  est  bon  aussi  de  se  souvenir  d’eventuclles  proprietes  de  parite  (par  exemple  dans  le 
cas  d’un  carre).  Ici,  on  aurait  aussi  pu  utiliser  cos2 a:  =  (1  +  cos2a;)/2. 

II  se  peut  que  l’on  gagne  des  ordres  dans  le  developpement  limite  du  produit.  Par  exemple, 
pour  avoir  le  developpement  limite  de  sin3  a;  a  l’ordre  6,  on  peut  faire 

sin3  x  =  ^a;  —  +  o(a;4)^  =  x3  ^1  —  +  o(a:3)^ 

=  a;3(l-y  +  o(x3))  =  x3  - +  o(x6) 

II  est  quelquefois  utile,  comme  ici,  de  mettre  des  puissances  de  x  en  facteur,  en  se  souvenant 
que  o{xd+e )  =  xdo(xe )  (toujours  quand  x  — >  0,  bien  sur). 

Comme  consequence  de  ce  que  l’on  a  vu  pour  les  sommes,  citons  le  fait  que  la  partie  reguliere 
du  developpement  limite  de  la  partie  paire  d’une  fonction  /  (definie  comme  (f(x)  +  f(—x))/2) 
est  la  partie  paire  de  la  partie  reguliere  du  developpement  limite  de  /( x).  Idem  pour  la  partie 
impaire.  En  partant  de  ex,  ceci  nous  donne 


Proposition  4  (Substitution)  Si  f  et  g  (avec  g( 0)  =  0)  ont  des  developpements  limites  a 
l  ’ ordre  n  en  0 


f(x)  =  ao  +  aia;  +  •  •  •  +  anxn  +  o(xn )  g(x)  =  b\x  +  •  •  •  +  bnxn  +  o(xn), 

alors  f(g(x))  a  un  developpement  limite  a  V ordre  n  en  0,  dont  la  partie  reguliere  s’obtient  en 
ne  conservant  que  les  terrnes  de  degre  inferieur  ou  egal  a  n  dans 

a0  +  a\{b\x  +  •  •  ■  +  bnxn )  +  •  •  •  +  an{b\x  +  •  •  •  +  bnxn)n. 

Autrement  dit,  si  A(x)  est  la  partie  reguliere  du  developpement  limite  de  f{x)  et  B(x)  (B( 0)  = 
0 )  celle  de  g{x),  alors  la  partie  reguliere  du  developpement  limite  de  f{g{x))  est  le  tronque 
Tn{A{B{x))) . 

II  faut  bien  prendre  garde  a  la  condition  g(0)  =  0  quand  on  substitue.  Par  exemple,  pour 
calculer  le  developpement  limite  de  ecosx  en  0  a  1’ordre  3,  si  on  ecrit 


=  1  +  (1  -x2/2)  + 


(1  -  x2/2)2  (1  -  x2/2f 


+  0(x3)  =  -  -  -x2  +  o(x3) 
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ON  A  TOUT  FAUX!  En  effet,  cosO  =  1^0.  Le  calcul  correct  est 

ecosx  =  e  (e008"-1)  =  e(l  +  (-x2/2)  +  o(x3))  =  e  -  |a:2  +  o(a:3). 

On  constate  ici  que  l’on  gagne  meme  en  precision  :  on  a  deja  le  developpement  limite  a  l’ordre 
3  en  substituant  cos  a:  —  1  dans  le  developpement  limite  a  l’ordre  1  de  ex .  Ceci  vient  dn  fait 
que  cos  a:  —  1  =  x2 /2  +  o(x3)  quand  x  — >  0.  Dans  le  meme  ordre  d’idee,  la  partie  regulicre  du 
developpement  limite  de  /(a;2)  a  l’ordre  2 n  +  1  en  0  s’obtient  en  substituant  x2  k  x  dans  la 
partie  regulicre  du  developpement  limite  de  f(x)  a  l’ordre  n. 

Pour  effectuer  un  quotient,  on  utilise  la  formule  suivante,  au  besoin  en  ayant  d’abord  factorise 
par  une  puissance  de  x, 


1  9 

- - =  1  +  a;  +  ar  +  • 

■  +  xn  +  o(xn)  . 

1  —  X 

et  on  effectue  ensuite  un  produit  de  developpements  limites. 

Un  exemple  :  le  calcul  du  developpement  limite  a  l’origine  de  tana:  a  l’ordre  6.  On  se  souvient 
que  tan  est  impaire  (il  y  aura  des  termes  en  x,  x3  et  a:5  uniquement.)  On  a  sin  x  —  x  —  x3/6  + 
x5/5\  +  o{x 6)  et  cos  a;  =  1  —  x2 /2  +  ad/4!  +  o(xb).  On  en  deduit  que 


1  x2  5  4  .  - 

- =  1  +  —  +  -r-.x  +  o(x 

cos  a:  2  4! 


et  on  obtient  alors  en  multipliant  par  sin  a;, 


cc  ^  2  jc  ^ 

tana:  =  x  +  —  +  —  +  o(x 6)  , 

O  10 


formule  qu’il  n’est  pas  mauvais  de  connaitre  par  coeur. 


Proposition  5  (Integration)  Si  f  a  un  developpement  limite  d  V ordre  n  en  0 

f{x)  =  do  +  a\x  +  •  •  •  +  anxn  +  o(xn ) 

et  si  F  est  une  primitive  de  f  definie  sur  un  intervalle  ouvert  contenant  0  (F'  =  f),  alors  F  a 
un  developpement  limite  a  V ordre  n  +  1  en  0,  qui  est 

F(x)  =  F(  0)  +  a0x  +  —a:2  +  •  •  •  H - C^n—xn+1  +  o(a:n+1). 

2  71+1 

Autrement  dit,  la  partie  reguliere  du  developpement  limite  a  V ordre  n  +  1  d’une  primitive  est 
une  primitive  de  la  partie  reguliere  du  developpement  limite  a  V ordre  n. 


Ainsi,  de 

on  obtient  le  developpement  limite  en  0 


1  f _ 1  7T.+1 

- =  l-x  +  x2  +  ---  +  (-l)nxn  +  { - 

1  +  X  1  +  X 


1  +  X 


=  1  —  x  +  x2  + - b  (— l)na:n  +  o(xn )  , 


et  par  integration 


2  S 

X  X 


X 


n+1 


ln(l+a:)=aJ-T  +  -  +  ...  +  (-l)-n+i 


+  o(a:n+1)  . 
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De 


on  tire 


\/T^ 


=  (1  -  x 2)  1/2  =  1  +  \x2  +  |a:4  +  o(x5) 


X- 


1  .3  ,  3  .5 


Arcsin  x  =  x  H — x6  H - xb  +  o(x 6). 

6  40 


Exercice  :  Calculer  le  developpement  limite  a  l’ordre  2 n  de  Arctan  en  0. 


10.4  Utilisation  des  developpements  limites 

Les  developpements  limites  servent  a  calculer  des  limites,  ils  servent  aussi  a  l’etude  des  courbes. 
Pour  les  calculs,  on  se  rarnene  toujours  a  ecrire  des  developpements  limites  en  0. 

Quand  on  est  au  voisinage  de  a,  on  fait  le  changement  de  variables  x  —  a  +  h  et  on  ecrit  des 
developpements  limites  en  0  pour  la  variable  h.  Par  exemple,  pour  obtenir  le  developpement 
limite  de  tana:  en  7t/4  a  1’ordre  2,  on  ecrit 

tan(—  +  h) 

=  (1  +  h  +  o(h2)){l  +  h  +  h2  +  o(h2))  =  1  +  2  h  +  2  h2  +  o(h2), 
oil  le  o  est  pour  h,  —>  0.  On  peut  aussi  ecrire 

tana:  =  1  +  2(a;  -  +  2(ar: -  ^)2  +  o  ^(a;  -  ^)2^)  , 

oil  cette  fois-ci  le  o  est  pour  x  — >  7t/4. 

Au  voisinage  de  l’infini,  on  utilise  le  changement  de  variable  x  =  1  /t,  et  on  ecrit  des 
developpements  limites  en  0  pour  la  variable  t.  Soit  par  exemple  a  etudier  la  branche  infinie 
pour  x  — >  —  oo  de  la  courbe  d’equation 

y  =  \/  x2,  +  x  +  1  —  \J x1  —  x  —  1. 

Pour  a:  <  -1,  on  a  (attention  aux  signes  !) 


tan  |  +  tan  h  1  +  tan  h  1  +  h  +  o(h 2) 

1  —  tan  |  tan  h  1  —  tan  h  1  —  h  +  o(h2) 


y  =  x\  1  +  +x\  1 - 


qt*  2 


X  X * 


On  fait  t  —  1/a:,  et  on  ecrit  le  developpement  limite  a  l’ordre  2  en  0  de  f(t)  =  \/l  + 12  + 13  + 
a/1  —  t  —  t2.  On  a 

v'l  +  t2  +  t3  =  l  +  ^(t2  +  t3)  +  o(t2)  =  l  +  ^-  +  o(f2) 

o  o 

Vi  - 1  -  T2  =  1  + 1(-«  - 12)  -  1(— t  -  «2)2  +  o((2)  =  l  -  *-  -  +  +  o((2) 

/«  =  2-t-|+o+ 

et  done,  en  —  oo, 


a/  =  a:  2  —  — 


2a:  24a:2 


x- 


+  o  —  =  2a:  -  - 


24a: 


+  o  -  . 


X 
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La  droite  y  =  2a;  —  1/2  est  asymptote,  et  la  courbe  est  au  dessus  de  F asymptote  car  —  7/(24#)  + 
o{l/x)  >  0  quand  x  est  “proche  de  —  oo”. 

Quand  on  fait  les  calculs  a  la  main,  il  y  a  des  pieges  classiques  dans  lesquels  il  vaut  mieux  ne 
pas  tomber.  On  a  signale  plus  haut  une  erreur  a  eviter  dans  le  cas  de  substitutions.  Un  point 
important  a  garder  a  l’esprit  est  :  a  quel  ordre  sont  les  developpements  limites  ?  Il  faut  toujours 
ecrire  les  restes,  pour  garder  l’ordre  en  memoire.  Par  exemple  une  ecriture  du  genre 

x3 

sin  x  ~  x - 

6 

EST  ABSOLLIMENT  A  PROSCRIRE.  Elle  conduit  inevitablement  a  des  calculs  comme 


4  6 

rr*  ^  nr* 

.  o  o  a/ 

sm  x  ~  x - 1 - 

3  36 


qui  font  croire  que  Ton  a  comme  ceci  le  developpement  limite  de  sin2  x  a  Fordre  6  (que  vaut-il, 
pour  de  vrai?). 
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10.5  Developpements  limites  a  connaitre 


cos  a; 

sin  a; 

tana: 

ch  x 

sh  x 

th  x 

(1  +  x)a 
1 

a/1  +  x 
a/1  +  x 
1 

1  +  x 
1 

1  —  X 

ln(l  +  a;) 
Arctan  x 


+  x2n+1e(x) 


2  77 

=  1  +  U+2!  +  '"  +  ^+I  £(l) 

/v»2  2  Tt 

=  i-  — +  —  +  ... +  (-Dn— 

2!  4!  1  ;  (2n)! 

zy  3  ^5  ^277.4-1 

tv  tV  /  ,  \  tV 

=  x“¥+  5!  +  "'  +  (_1)  (2n  +  1)! 

a:  2  r  6  /  \ 

=  a:  +  —  +  —a:  +  x  e(x) 

3  15 

/y  2  /y4  /y2?7' 

=  1+a+¥  +  -'+(2^  +  ^W 

-,277+1 


+  a/n+2e(a;) 


a: 


+  a;2r!+2£(a;) 


“X+¥+5T  +  '"+(2n+l)! 

X  2  r  fi  /  \ 

=  a: - 1 - ar  +  are:  (a;) 

3  15  V  ; 

2  77 

.2/  CC^1  CC ' u 

=  1  +  a—  +  a  (a  —  1)—  +  . . .  +  a(a  —  1) . . .  (a  —  n  +  1)—  +  xne(x) 
=  1  —  ^  +  jja;2  +  x3e(x) 

X  1  9  o  /  N 

=  1  +  -  -  -a:  +  x  e{x) 

2  o 


=  1  —  x  +  x2  +  . . .  +  (—l)nxn  +  xne(x) 
=  l  +  a;  +  a;2  +  ...  +  a;n  +  xne(x ) 


<y“  rr»'J  /y» ' u 

=  x~Y  +  -  +  ...  +  (-ir-1-  +  xne(x) 


Q  c: 

CC’~r  cc'J 


X 


2ti+1 


=  a; - 1 - h...  +  (-l)r 

3  5  V  ;  2n  +  l 


+  x2n+1e(x) 
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